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1. 递归

2. 分治





递归函数：一个函数直接或间接调用自己本身，这种函数叫递归函数

递归算法：把问题转化为规模缩小了的同类问题，然后递归调用函数来表

示问题的解。具体到程序设计中，让函数不断引用自身，直到引用的对象

已知（即到达递归边界）

迭代：从简单的问题出发，一步步向前发展，最终求得问题解，是正向的，

从已知到未知

递归：从问题的最终目标出发，逐渐将复杂问题化为简单问题，最终求得

问题解，是逆向的，从未知到已知

二者有相同的求解能力，只是有些问题用递归思想更容易表达

效率方面，递归的效率比迭代低



• 递归定义：

• 其中：

• n=0时，n!=1为边界条件（基础步）

• n>0时，n!=n(n-1)!为递推方程（归纳步）

说明：边界条件与递推方程是递归函数的两个要素，

递归函数只有具备了这两个要素，才能在有限次计

算后得出结果。

• 非递归定义： n×1)-(n×…×3×2×1=n!
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迭代解法

1. #include <stdio.h>

2. int fact(int n) {

3. int res = 1;

4. int i;

5. for (i = 1; i <= n; i++) res *= i;

6. return res;

7. }

8. void main() {

9. int n, res;

10. scanf("%d", &n);

11. res = fact(n);

12. printf("%d", res);

13. }

递归解法

1. #include <stdio.h>

2. int fact(int n) 

3. {

4. if (n == 0 || n == 1) return 1;

5. else return n * fact(n-1);

6. }

7. void main() 

8. {

9. int n, res;

10. scanf("%d", &n);

11. res = fact(n);

12. printf("%d", res);

13. }



     B

fact(2)
=2*fact(1)
=2*1
=2 返回
     D

A

fact(3)
=3*fact(2)
=3*2
=6
E 返回

  C

fact(1)

=1

调用
调用

• 递归过程的形象示意图



求解过程：欲求 fact( 3 )，先要求 fact( 2 )；要求 fact( 2 ) 先求 fact( 1 )。就像剥

一颗圆白菜，从外向里，一层层剥下来，到了菜心，遇到 1 的阶乘，其值为1，

到达了递归边界。然后再用 fact( n )=n*fact( n-1 ) 这个普遍公式，从里向外倒推

回去得到 fact( n ) 的值。



int fact (int n) {
if (n==1) return 1;
else {

int fn1 = fact(n-1);
return n*fn1;

}
}
int main () {

cout << fact(3);
}

0 main()

与或图
函数调用栈(Call Stack)
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n>1

n=1

1

2*fact(1)

fact(1)
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将所有的实在参数、返回地址等信息传递给被调用函

数B保存；

为被调用函数B的局部变量分配存储区；

将控制转移到被调用函数的入口

0 main()

1 fact(3)

0 main()



保存被调用函数的计算结果；

释放被调函数的数据区；

依照被调函数保存的返回地址将控制转移到调用函数。

1 fact(3)

0 main() 0 main()



递

归

0 main()

1 fact(3)

0 main()

1 fact(3)

0 main() 0 main()



将整个程序运行时所需的数据安排在一个栈中

当前正运行的函数的数据区必在栈顶

每当调用一个函数时，就为它在栈顶分配一个存储区

每当从一个函数退出时，就释放它的存储区

一种重要的数据结构

后入先出Last In, First Out (LIFO)

现实中例子：摞盘子



没有！fact(1)的结果要首先返

回，才能继续计算fact(2)和fact(3)

3 fact(1)

2 fact(2)

1 fact(3)

0 main()

与或图
函数调用栈(Call Stack)

fact(3)
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n=1
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2*fact(1)
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#include<iostream>
using namespace std;

int fact (int n) {
if (n==1) return 1;
else {

int fn1 = fact(n-1);
return n*fn1;

}
}
int main () {

cout << fact(3);
}

….

….

8 fact(-4)

7 fact(-3)

6 fact(-2)

5 fact(-1)

4 fact(0)

3 fact(1)

2 fact(2)

1 fact(3)

0 main()

Stack

Overflow



• 无穷数列1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,…，被称

为Fibonacci数列。

• 递归定义：
边界条件

递推方程



• 通项公式的推导



迭代解法

1. #include <stdio.h>

2. #define N 1000

3. int compute;

4. int F(int n) {

5. int ans[N] = {0, 1}, i;

6. for (i = 2; i <= n; i++) {

7. ans[i] = ans[i-1] + ans[i-2];

8. compute++;

9. }

10. compute += 2;   //res[0]和res[1]的计算量

11. return ans[n];

12. }

13. void main() {

14. int res = F(4);

15. printf("res: %d compute: %d\n", 

16. res, compute);

17. }

递归解法

1. #include <stdio.h>

2. int compute;

3. int F(int n) 

4. {

5. compute++;

6. if (n == 0) return 0;

7. else if (n == 1) return 1;

8. else return F(n-1) + F(n-2);

9. }

10. void main() 

11. {

12. int res = F(4);

13. printf("res: %d compute: %d\n", 

14. res, compute);

15. }

res: 3 compute: 5 res: 3 compute: 9 



27

f(4)

f(3) f(2)

f(2) f(1)

f(1) f(0)

f(1) f(0)

Q：如何避免重复计算？
A：把已经计算过的值保存下来

递归解法（记忆优化）

1. #include <stdio.h>

2. #define N 1000

3. int compute;

4. int ans[N];

5. int F(int n) 

6. {

7. compute++;

8. if (n == 0) return 0;

9. else if (n == 1) return 1;

10. else {

11. if (ans[n-1] == -1) ans[n-1] = F(n-1);

12. if (ans[n-2] == -1) ans[n-2] = F(n-2);

13. return ans[n-1] + ans[n-2];

14. }

15. }

16. void main() 

17. {

18. int i, res;

19. for (i = 0; i < N; i++) ans[i] = -1;

20. res = F(4);

21. printf("res: %d compute: %d\n", 

22. res, compute);

23. }

res: 3 compute: 5 



• 𝐶𝑛
𝑚表示从𝑛个元素中取𝑚个的组合数，

递归定义如下：

𝐶𝑛
𝑚 = 𝐶𝑛−1

𝑚 + 𝐶𝑛−1
𝑚−1

𝐶𝑛
𝑚 = ቊ

1, 𝑚 = 𝑛
𝑛, 𝑚 = 1

• 非递归定义：

𝐶𝑛
𝑚 =

𝑛!

𝑛! 𝑛−𝑚 !

限制n ≥ m

限制m ≥ 1



递归解法（记忆优化）

1. #include <stdio.h>

2. #define MAX 100

3. long long ans[MAX][MAX];

4. long long C(int n, int m) {

5. if (n == m) return 1;

6. if (m == 1) return n;

7. if (ans[n-1][m] == 0) 

8. ans[n-1][m] = C(n-1, m);

9. if (ans[n-1][m-1] == 0)

10. ans[n-1][m-1] = C(n-1, m-1);

11. return ans[n-1][m] + ans[n-1][m-1];

12. }

13. void main() {

14. int n, m;

15. scanf("%d %d", &n, &m);

16. printf(“ans = %lld\n", C(n, m));

17. }

迭代解法

1. #include <stdio.h>

2. #define MAX 100

3. long long ans[MAX][MAX];

4. void C(int n, int m) {

5. int i, j;

6. for (i = 1; i <= n; i++) {

7. ans[i][1] = i;

8. ans[i][i] = 1;

9. for (j = 2; j < i; j++)

10. ans[i][j] = ans[i-1][j] + ans[i-1][j-1];

11. }

12. }

13. void main() {

14. int n, m;

15. scanf("%d %d", &n, &m);

16. C(n, m);

17. printf("ans = %lld\n", ans[n][m]);

18. }



相传在古代印度的 Bramah 庙中，有位僧人整天把三根柱子上的金盘倒来倒

去，原来他是想把64个一个比一个小的金盘从一根柱子上移到另一根柱子上

去。移动过程中恪守下述规则：每次只允许移动一只盘，且大盘不得落在小

盘上面。有人会觉得这很简单，真的动手移盘就会发现，如以每秒移动一只

盘子的话，按照上述规则将64只盘子从一个柱子移至另一个柱子上，所需时

间约为5800亿年。

 



move 1 from A to C

A B C

1



• 第1步：将1号盘从A移至B，这是为了让 2号盘能移动，记为move 1 from A to B

• 第2步：将 2 号盘从A 移至 C，记为move 2 from A to C

• 第3步：再将 1 号盘从 B 移至 C，记为move 1 form B to C

A B C

2

1



• 第1步：将1号盘和2号盘视为一个整体；先将二者作为整体从A移至B，给3号盘创造

能够一次移至C的机会。这一步记为move(2, A, C, B) ，意思是将上面的2只盘子作

为整体从A借助C移至B

• 第2步：将3号盘从A移至C，一次到位，记为move 3 from A to C

• 第3步：处于B上的作为一个整体的2只盘子，再移至C。这一步记move(2, B, A, C) ，

意思是将2只盘子作为整体从B借助A移至C

move (3, A, B, C)

move (2, A, C, B)

move (1, A, B, C)

move (2, B, A, C)

A B C

2

1

3



move(2, A, C, B) 

• 第1步：move 1 form A to C

• 第2步：move 2 form A to B

• 第3步：move 1 form C to B

move(2, B, A, C) 

• 第1步：move 1 form B to A

• 第2步：move 2 form B to C

• 第3步：move 1 form A to C



move (3, A, B, C)
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move (1, A, C, B)

move (1, C, A, B)

move (1, A, B, C)

move (2, B, A, C)

move (1, B, C, A)

move (1, B, A, C)

move (1, A, B, C)

A B C

2

1

3



move(n, A, B, C)

move(n, A, B, C)

• move(n-1, A, C, B)：理解为将上面的n-1只盘子作为一个整体从A经C

移至B

• move n from A to C：理解为将n号盘从A移至C，是直接可解结点

• move(n-1, B, A, C)：理解为将上面的n-1只盘子作为一个整体从B经A

移至C
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输出 3: A to C 

调用 
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4 
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1. #include <stdio.h>

2. void move(int,char,char,char); //move函数声明

3. int steps;

4. int main()

5. {

6. int n;

7.

8. scanf("%d", &n);

9. move(n, 'a', 'b', 'c');

10. printf("steps: %d\n", steps);

11. return 0;

12.}

13.void move(int m, char p, char q, char r) {

14. if (m==1) { //如果m为1,则为直接可解结点

15. //直接可解结点,输出移盘信息

16. printf("[%d] move %d# from %d to %d\n", 

17. steps, m, p, r);  

18. steps++; //步数加1

19. } else { //如果不为1,则要调用move(m-1)

20. move(m-1,p,r,q); //递归调用move(m-1)

21. //直接可解结点,输出移盘信息

22. printf("[%d] move %d# from %d to %d\n", 

23. steps, m, p, r);   

24. steps++; // 步数加1

25. move(m-1,q,p,r); // 递归调用move(m-1)

26. }

27.}



迭代解法

1. #include <stdio.h>

2. int main() {

3. int m;

4. int scale[6] = {0,20,400,8000,160000,3200000};

5. char operation[10];

6. int duration = 0, level = 0, stay;

7. scanf("%d", &m);

8. while (m > 0) {

9. scanf("%s", operation);

10. m--;

11. if (strcmp(operation, "IN") == 0) {

12. level++;

13. } else if (strcmp(operation, "STAY") == 0) {

14. scanf("%d", &stay);

15. duration += (stay*60)/scale[level];

16. } else if (strcmp(operation, "OUT") == 0) {

17. level--;

18. }

19. }

20. printf("%d", duration);

21. }

递归解法

1. #include <stdio.h>

2. int m;

3. int dream(int level) {

4. int duration = 0, stay;

5. char operation[10];

6. if (level > 6) return 0;

7. while (m > 0) {

8. scanf("%s", operation);

9. m--;

10. if (strcmp(operation, "IN") == 0) {

11. duration += dream(level+1) / 20;

12. } else if (strcmp(operation, "STAY") == 0) {

13. scanf("%d", &stay);

14. duration += stay*60;

15. } else if (strcmp(operation, "OUT") == 0) {

16. return duration;

17. }

18. }

19. return duration;

20. }

21. int main() {

22. int duration;

23. scanf("%d", &m);

24. duration = dream(0);

25. printf("%d", duration);

26. }



互相独立 原问题相同



同类子问题

分治法求解显然是一个递归算法

问题（规模为n）

子问题1 子问题2 子问题k…

子问题1 子问题2 子问题k…

相同类型
合
并
解



适用范围：有序表

方法：

• 设置变量low和high分别指向查找数据段的起止位置，用mid指向中间位置，

• 将被查找数与mid位置指向的数进行比较

• 若被查找数大于mid位置指向的数，则将low与mid之间的数折掉， low定位于mid+1

位置；

• 若被查找数小于mid位置指向的数，则将mid 与high之间的数折掉， high定位于

mid-1位置；

• 继续求mid位置，并比较被查找数与mid位置指向的数，直到找到或确定不存在为止



int BinSearch(long a[], long x, int n) 

{

int low, high, mid;

low = 0;  

high = n - 1;              

while (low <= high)

{

mid = (high + low) / 2; 

if (x > a[mid]) low = mid + 1; 

else if (x < a[mid]) high = mid - 1; 

else return (mid); 

}

return(-1); 

}

5 10 22 34 45 89

low

x=34

highmid

0 1 2 3 4 5

low midhigh

mid
34> 22 34<45

34=34

int BinSearch(long a[], long x, int low, int high) 

{

int mid;

if (low > high) return -1;

mid = (high + low) / 2;

if (x > a[mid]) 

return BinSearch(a, x, mid+1, high);  

else if (x < a[mid]) 

return BinSearch(a, x, low, mid-1);

else return mid;

}



假设初始序列含有n个记录，首先将这n个记录看成n个有序的子序列，

每个子序列的长度为1

两两归并，得到n/2个长度为2（n为奇数时，最后一个序列长度为1）

的有序子序列

在此基础上再进行两两归并，如此重复，直至得到一个长度为n的有序

序列为止。这种方法被称作2-路归并排序



19 13 05 27 16312601

13 19 05 27 31162601

05 13 19 27 31261601

01 05 13 16 31272619

a:

b:

len=1

len=2

a: len=4

b: len=8



1. #include <stdio.h>

2. #define N 1000

3. void merge(int[], int, int, int);

4. void sort(int[], int, int);

5. int a[N], b[N];

6. int main()

7. {

8. int n, i;

9. scanf("%d", &n);

10. for (i = 0; i < n; i++)

11. scanf("%d", &a[i]);

12. sort(a, 0, n - 1);

13. for (i = 0; i < n; i++)

14. printf("%d ", a[i]);

15. }

16. void sort(int a[], int low, int high)

17. {

18. int mid;

19. if (low < high)

20. {

21. mid = (low + high) / 2;

22. sort(a, low, mid);

23. sort(a, mid + 1, high);

24. merge(a, low, mid, high);

25. }

26. }

27. void merge(int a[], int low, int mid, int high) {

28. int i = low, j = mid + 1, k = 0;

29. while ((i <= mid) && (j <= high)) 

30. {

31. if (a[i] <= a[j]) b[k++] = a[i++];

32. else b[k++] = a[j++];

33. }

34. while (i <= mid) b[k++] = a[i++];

35. while (j <= high) b[k++] = a[j++];

36. for (i = low, k = 0; i <= high; i++) a[i] = b[k++];

37. }



假设：前后相邻的有序段长度为h，进行两两归并后，得到长度为2h的

有序段，那么一趟归并排序将调用 n/2h次算法merge将a[0..n-1]存放

在b[0..n-1]中，因此时间复杂度为O(n) 。

整个归并排序需进行m（m=log2n）趟2-路归并，所以归并排序的时间

复杂度为O（nlog2n）

在实现归并排序时，需要和待排记录等数量的辅助空间，空间复杂度为

O(n)



类似2-路归并排序，可设计多路归并排序法，归并的思想主要用于外部

排序

外部排序可分为两步：①待排序记录分批读入内存，用某种方法在内存

排序，组成有序子文件，再按某种策略存入外存。②子文件多路归并，

成为较长有序子文件，再存入外存，如此反复直到整个待排序文件有序

外部排序可使用外存、磁带、磁盘，最初形成有序子文件长取决于内存

所能提供排序区大小和最初排序策略，归并路数取决于所能提供排序的

外部设备数



将待排序的数据放入数组a中，下标从low到high

取a[low]放于变量guard中，通过分区处理，为guard选择排序后应该在

的位置（>guard的数放右边，≤guard的数放左边）。当guard到达最终

位置后，由guard划分左右两个集合。再用同样的思路处理左集合与右

集合

定义函数sort(a, low, high)：将数组a从下标为low的元素到下标为high

的元素按照从小到大排序



≤ <

guard

low high

highlow

m-1 m+1

m

array a



5 2 6 1 7 3 4a

0 1 2 3 4 5 6

low high

4 2 3 1 5 7 6a

0 1 2 3 4 5 6

m

下标：

下标：

low m-1 highm+1



5 2 6 1 7 3 4

0 1 2 3 4 5 6

low high

guard

5 2 6 1 7 3 4

5>45>2
5<6 5>35>1

5<7



 

low<high 

l=low; h=high; guard=a[l]; 

F 

do 
while((l<h)&&(a[h]>guard))  (1) 

h=h-1; 

l<h    (2) T F 

a[l]=a[h]; 

l=l+1 while((l<h)&&(a[l]<=guard))  (3) 

l=l+1; 

l<h   (4) 
T 

F 

a[h]=a[l]; 

while(l!=h); 

a[l]=guard; 

for (i=low; i<=high; i=i+1) 

输出 a[i]; 

换行; 

sort(a, low, l-1); 

sort(a, l+1, high); 



下面举例说明排序过程 数组a中有7个元素待排序

1. 让 guard = a[l] = a[0] = 5

5 2 6 1 7 3 4

0 1 2 3 4 5 6

l h

图 1

5guard



2、进入直到型循环

➢ 执行(1)：a[h]=a[6]=4 不满足循环条件，h不动。
➢ 执行(2)：l < h，做两件事：
✓ a[l] = a[h]，即a[0] = a[6] = 4，
✓ l = l +1 = 0+1 = 1

4 2 6 1 7 3 4

0 1 2 3 4 5 6

l h

图 2

5guard



4 2 6 1 7 3 4

0 1 2 3 4 5 6

l h

5guard

2、进入直到型循环

➢ 执行(3)：图2中的a[l]<guard，满足当循环条件，
l= l+1=2，l增1后的情况如图3。

➢ 图3的情况，a[l]=6>guard，不再满足循环条件。

图 3



2、进入直到型循环

➢ 执行(4)：a[h]=a[l]，即a[6]=a[2]=6，见图4。这时
l != h，还得执行直到型循环的循环体

4 2 6 1 7 3 6

0 1 2 3 4 5 6

l h

图 4

5guard



2、进入直到型循环

➢ 执行(1)：a[h]=a[6]=6，6>guard满足当循环的条件，
h = h-1 = 6-1 = 5，见图5

➢ 之后就退出当循环，因为 a[h] = 3<guard

4 2 6 1 7 3 6

0 1 2 3 4 5 6

l h

图 5

5guard



2、进入直到型循环

➢ 执行(2)：a[l]=a[h]，并让 l = l+1=3，见图6

4 2 3 1 7 3 6

0 1 2 3 4 5 6

l h

图 6

5guard



2、进入直到型循环

➢ 执行(3)：由于a[l]=1<guard，满足当循环条件，
让 l = l+1=4。

➢ a[l]=7>guard，退出循环。见图7

4 2 3 1 7 3 6

0 1 2 3 4 5 6

l h

图 7

5guard



2、进入直到型循环

➢ 执行(4)：a[h]=a[l]，a[5]=7。见图8 

这时仍然 l<h ，应继续执行直到型循环的循环体

4 2 3 1 7 7 6

0 1 2 3 4 5 6

l h

图 8

5guard



2、进入直到型循环

➢ 执行(1)，a[h] = 7>guard，让 h = h-1 = 4。见图9

4 2 3 1 7 7 6

0 1 2 3 4 5 6

l h

图 9

5guard



2、进入直到型循环

➢ 之后，l == h，退出直到型循环，做 a[l] = guard（即做

a[4] = 5），这是 5 的最终位置，5 将整个数据分成左
右两个集合，见图10。

4 2 3 1 5 7 6

0 1 2 3 4 5 6

图 10

左 右

5guard

l h



3、用上述思路去排左边的部分

1 2 3 1

0 1 2 3

l h

4 2 3 1

0 1 2 3

l h

4guard

1 2 3 4

0 1 2 3

1 2 3 1

0 1 2 3

l h l h

4guard 4guard



4、用上述思路去排右边的部分

7 6

5 6

l h

6 6

5 6

l h

7guard

6 7

5 6

7guard

l h



1. #include <stdio.h>

2. #define N 100

3. int partition(int[], int, int);

4. void quicksort(int[], int, int);

5. int main()

6. {

7. int n, i;

8. int a[N];

9. scanf("%d", &n);

10. for (i = 0; i < n; i++) scanf("%d", &a[i]);

11. quicksort(a, 0, n - 1);

12. for (i = 0; i < n; i++) printf("%d ", a[i]);

13. }

14. void quicksort(int a[], int l, int h)

15. {

16. int m;

17. if (l >= h)

18. return;

19. m = partition(a, l, h);

20. quicksort(a, l, m - 1);

21. quicksort(a, m + 1, h);

22. }

23. int partition(int a[], int l, int h)

24. {

25. int guard;

26. guard = a[l];

27. do

28. {

29. while (l < h && a[h] > guard)

30. h--;

31. if (l < h)

32. {

33. a[l] = a[h];

34. l++;

35. }

36. while (l < h && a[l] <= guard)

37. l++;

38. if (l < h)

39. {

40. a[h] = a[l];

41. h--;

42. }

43. } while (l != h);

44. a[l] = guard;

45. return l;

46. }







逆序

9 7 6 5 3 2

0 1 2 3 4 5

2 7 6 5 3 9第0趟

第1趟 2 3 6 5 7 9

第2趟 2 3 5 6 7 9

第3趟 2 3 5 6 7 9

第4趟 2 3 5 6 7 9

选择排序 O(n2)



逆序

9 7 6 5 3 2

0 1 2 3 4 5

7 6 5 3 2 9第0趟

第1趟 6 5 3 2 7 9

第2趟 5 3 2 6 7 9

第3趟 3 2 5 6 7 9

第4趟 2 3 5 6 7 9

冒泡排序 O(n2)



逆序

9 7 6 5 3 2

0 1 2 3 4 5

9 7 6len=3

6

归并排序

5 3 2

len=6

9 7len=2

len=1 9 7

5 3 2

5 3

7 9

6 7 9

3 5

2 3 5

2 3 5 6 7 9

O(nlogn)

9 7

6

5 3

2



逆序

9 7 6 5 3 2

0 1 2 3 4 5

快速排序

2 7 6 5 3第1次分区

2 9第2次分区 7 6 5 3

第3次分区 7

9

2 93 6 5

第4次分区 72 93 6 5

第5次分区 72 93 5 6

O(n2)



顺序

2 3 5 6 7 9

0 1 2 3 4 5

2 3 5 6 7 9第0趟

第1趟 2 3 5 6 7 9

第2趟 2 3 5 6 7 9

第3趟 2 3 5 6 7 9

第4趟 2 3 5 6 7 9

选择排序 O(n2)



顺序

2 3 5 6 7 9

0 1 2 3 4 5

2 3 5 6 7 9第0趟

冒泡排序 O(n)

第0趟没有发生任何交换，带优化的冒泡排序算法会立即终止。



2 3 6 72 3 6 7

996 76 7552 32 3

6 7 96 7 92 3 52 3 5

2 3 5 6 7 92 3 5 6 7 9

顺序

0 1 2 3 4 5

len=3

归并排序

len=6

len=2

len=1

O(nlogn)



顺序

2 3 5 6 7 9

0 1 2 3 4 5

快速排序

3 5 6 7 9第1次分区

2 3第2次分区 5 6 7 9

第3次分区 3

2

2 5 6 7 9

第4次分区 52 63 7 9

第5次分区 72 93 5 6

O(n2)


